
Spojité a nespojité rekonstrukce v
numerických metodách pro hyperbolické

problémy

Marek Brandner
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Motivace

Používali jsme (či používáme) metody založené na nespojité i
spojité rekonstrukci (aproximaci) řešení:
▶ řešení problémů říčního proudění a rozlivů metodou

konečných objemů (Saint Venantovy rovnice, FVM, metody
Godunovova typu, nezápornost řešení, udržení ustálených
stavů)

▶ proudění kapalin v elastických trubicích (nehomogenní
soustava PDR hyperbolického typu, nezápornost řešení,
opět FVM Godunovova typu)

▶ optimalizace tvaru lopatek vodních turbín (splajny, NURBS,
stabilizace RANS, stabilizace modelu turbulence –
konvekčně-difuzní problém)

Přednáška je „vedlejším produktem“: jaké jsou výhody a
nevýhody těchto rekonstrukcí/aproximací?
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Zákony zachování

Zde uvažujeme úlohy pro parciální diferenciální rovnice
hyperbolického typu s nulovou pravou stranou (zákony
zachování), které popisují např.
▶ stlačitelné a nevazké proudění tekutiny (Eulerovy rovnice)
▶ proudění mělkých vod, říční proudění (Saint Venantovy

rovnice popisující proudění v kanálu s konstantní
topografií)

▶ dopravní proud (Lighthillova–Whithamova-Richardsova
rovnice)



Tvar rovnic

ut + aux = 0,

ut + aux + buy = 0,

ut + Aux + Buy = 0,

ut + [f (u)]x = 0,

ut + [f(u)]x = 0,

ut + [f(u)]x + [g(u)]y = 0,



Řešení úloh se zákony zachování

▶ Pojem klasického řešení není vhodný.
▶ Řešení může obsahovat rázové vlny, vlny zředění,

kontaktní nespojitosti.
▶ Zavádíme slabé řešení úlohy.
▶ Toto řešení však není jednoznačné. Definujeme limitní

vazké řešení (vanishing viscosity solution) nebo přidáváme
podmínky entropie.

LEVEQUE, Randall J. Finite volume methods for hyperbolic problems.
Cambridge university press, 2002.
DU, Qiang, et al. Handbook of numerical methods for hyperbolic problems:
basic and fundamental issues. Elsevier, 2016.



V rámci přednášky se pokusíme odpovědět na 3 otázky týkající
se numerických metod pro řešení parciálních diferenciálních
rovnic a některých příbuzných problémů:
▶ Přispívá (samotná) nespojitá rekonstrukce přibližného

řešení k lepší aproximaci nespojitých řešení úloh?
▶ Přináší spojitá rekonstrukce nějaké výhody?
▶ Přináši (ne)spojitá rekonstrukce některé výhody pro další

části příslušné numerické metody?



Numerické metody pro řešení úloh se zákony
zachování

Existuje celá řada metod (v řadě variant)
▶ metoda konečných diferencí (FDM)
▶ metoda konečných objemů (FVM, metody typu flux limiter,

MUSCL, ENO, WENO, metody Godunovova typu)
▶ metoda konečných prvků (FEM, SUPG, SOLD, AFC, edge

based finite element)
▶ nespojitá Galerkinova metoda (DGFEM)
▶ evoluční Galerkinova metoda (EG, FVEG, DEG)
▶ metoda distribuce reziduí (RDS)
▶ metoda aktivních toků (AFS)
▶ metoda spektrálních diferencí (SD)
▶ metoda rekonstrukce toků (FR)

Spojitá/nespojitá aproximace. Popíšeme stručně 2 jednoduché
metody.



Godunovova metoda

▶ S. K. Godunov se začal problematikou zabývat v roce 1953
(negativně ovlivněn svým předchůdcem).

▶ Po počátečních experimentech s numerickou simulací
šíření rázových vln se rozhodl pro konzervativní schémata
1. řádu.

▶ Na základě studia knihy L.D. Landaua a E.M. Lifšice
Mechanika kontinua (1944, 1953; kurz, který Lifšic
nevymyslel a Landau nenapsal), kde bylo popsáno řešení
Riemannova problému, Godunov doplnil svou metodu o
korektní aproximaci vln zředění.

▶ Disertační práce 1954, metoda publikována v roce 1959.
▶ Godunov zmiňuje, že kdyby znal Laxovy práce, metodu by

pravděpodobně nevytvořil.



Godunovova metoda

xj = j∆x , j ∈ Z , ∆x > 0,
tn = n∆t , n ∈ N0, ∆t > 0,
xj+1/2 = xj +∆x/2, tn+1/2 = tn +∆t/2,
un

j = u(xj , tn), Un
j = U(xj , tn) ≈ un

j ,
uj(t) = u(xj , t), Uj(t) = U(xj , t) ≈ uj(t).



Godunovova metoda

xj+1/2∫︁
xj−1/2

u(x , tn+1) dx =
xj+1/2∫︁

xj−1/2

u(x , tn) dx−

−
tn+1∫︁
tn

f(u(xj+1/2, t)) dt +
tn+1∫︁
tn

f(u(xj−1/2, t)) dt

1
∆x

xj+1/2∫︁
xj−1/2

u(x , tn+1) dx = 1
∆x

xj+1/2∫︁
xj−1/2

u(x , tn) dx−

−∆t
∆x

[︄
1
∆t

tn+1∫︁
tn

f(u(xj+1/2, t)) dt − 1
∆t

tn+1∫︁
tn

f(u(xj−1/2, t)) dt

]︄



Godunovova metoda

ūn
j =

1
∆x

xj+1/2∫︂
xj−1/2

u(x , tn) dx , f̄n+1/2
j+1/2 =

1
∆t

tn+1∫︂
tn

f(u(xj+1/2, t)) dt ,

ūn+1
j = ūn

j − ∆t
∆x

(̄fn+1/2
j+1/2 − f̄n+1/2

j−1/2 ),

x
xi−1/2 xi+1/2

U j−1

U j

U j+1

Riemann problem

Obrázek: Godunov scheme – reconstruction



Godunovova metoda

ūn+1
j = ūn

j − ∆t
∆x

(̄fn+1/2
j+1/2 − f̄n+1/2

j−1/2 ),

Ūn
j ≈ Ūn

j F̄n+1/2
j+1/2 ≈ f̄n+1/2

j+1/2 ,

Ūn+1
j = Ūn

j − ∆t
∆x

(F̄n+1/2
j+1/2 − F̄n+1/2

j−1/2 ).

GODUNOV, Sergei K.; BOHACHEVSKY, Ihor. Finite difference method for
numerical computation of discontinuous solutions of the equations of fluid
dynamics. Matematičeskij sbornik, 1959, 47.3: 271-306.



Metoda aktivních toků

▶ Základní verze této metody pochází z roku 1977.
▶ Jde o jedno ze schémat navržených Bramem van Leerem

(schéma V).
▶ Zájem oživen po roce 2010 (Philip L. Roe).
▶ Navržena varianta pro soustavy PDR ve více dimenzích.
▶ Kombinace konzervativní metody pracující s aproximacemi

integrálních průměrů a metody charakteristik (CIR).
▶ Metoda je založena na spojité po částech kvadratické

aproximaci (v jedné prostorové dimenzi).
▶ Je třetího řádu.



Metoda aktivních toků

Obrázek: Metoda aktivních toků. Eymann, Timothy, and Philip Roe.
Active flux schemes for systems. 20th AIAA computational fluid
dynamics conference. 2011.



Metoda aktivních toků

ūn
j =

1
∆x

xj+1/2∫︂
xj−1/2

u(x , tn) dx ,

Ūn+1
j = Ūn

j − ∆t
∆x

(F̄ n+1/2
j+1/2 − F̄ n+1/2

j−1/2 ),

F̄ n+1/2
j+1/2 =

1
6

[︂
f (Un

j+1/2) + 4f (Un+1/2
j+1/2 ) + f (Un+1

j+1/2)
]︂

Bodové hodnoty získáme metodou charakteristik (ve skalárním
případě v jedné prostorové proměnné).

EYMANN, Timothy A.; ROE, Philip L. Multidimensional active flux schemes.
In: 21st AIAA computational fluid dynamics conference. 2013. p. 2940.
VAN LEER, Bram. Towards the ultimate conservative difference scheme. IV.
A new approach to numerical convection. Journal of computational physics,
1977, 23.3: 276-299.



Spojitá vs. nespojitá aproximace

ut + aux = 0, a > 0

Ūn+1
j = Ūn

j − a
∆t
∆x

(Ūn
j − Ūn

j−1)

Un+1
j = Un

j − a
∆t
∆x

(Un
j − Un

j−1)

▶ Základní metody pro jednoduché úlohy lze snadno
interpretovat obojím způsobem.

▶ Godunovova metoda pro lineární advekční rovnici – po
částech konstantní rekonstrukce.

▶ Tutéž metodu lze interpretovat jako lokální metodu
charakteristik (CIR, jednoduchou verzi active flux metody)
se spojitou po částech lineární rekonstrukcí.

COURANT, Richard; ISAACSON, Eugene; REES, Mina. On the solution of
nonlinear hyperbolic differential equations by finite differences.
Communications on pure and applied mathematics, 1952, 5.3: 243-255.
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Metody s nespojitou rekonstrukcí
▶ Metody Godunovova typu

▶ Pro soustavy v 1D mohou být přesná řešení Riemannových
problémů složitá; v řadě případu přesná řešení nemáme
(řešení soustav nelineárních rovnic a ODR). Používají se
přibližné Riemannovy řešiče.

▶ Metody Godunovova typu vyšších řádů – neznáme přesná
řešení zobecněných Riemannových problémů.

▶ Ve více prostorových dimenzích bychom přísně vzato měli
řešit vícedimenzionální Riemannovy problémy. Obvykle se
řeší pouze 1D problémy. . .

ABGRALL, Rémi; SHU, Chi-Wang. Handbook of numerical methods for
hyperbolic problems: applied and modern issues. Elsevier, 2017. – kapitola P.
Roe: Multidimensional upwinding
VAN LEER, Bram. Progress in multi-dimensional upwind differencing. In:
Thirteenth International Conference on Numerical Methods in Fluid
Dynamics: Proceedings of the Conference Held at the Consiglio Nazionale
delle Ricerche Rome, Italy, 6–10 July 1992. Berlin, Heidelberg: Springer
Berlin Heidelberg, 2005. p. 1-26.



Metody s nespojitou rekonstrukcí

Poznámky:
▶ Někdy se místo pojmu Riemannův řešič používá pojem

upwinding (viz výše). Smysl má v případě nestlačitelného
proudění.

▶ Zobecněním Godunovovy metody je také nespojitá
Galerkinova metoda. I zde se obvykle používají 1D
Riemannovy řešiče. Zde je jeden ze základních rozdílů
oproti klasické FEM.

REED, William H.; HILL, Thomas R. Triangular mesh methods for the neutron
transport equation. Los Alamos Scientific Lab., N. Mex.(USA), 1973.
LESAINT, Pierre; RAVIART, Pierre-Arnaud. On a finite element method for
solving the neutron transport equation. Publications des séminaires de
mathématiques et informatique de Rennes, 1974, S4: 1-40.



Metody s nespojitou rekonstrukcí
▶ Centrální/Riemann-free metody: Rekonstrukce je

realizována tak, že nespojitost se nevyskytuje na hranicích
buněk, ale uvnitř. Obvykle se vyznačují větší numerickou
disipací než metody Godunovova typu (upwind).

▶ Evoluční Galerkinovy metody: na rekonstrukci je
aplikován evoluční operátor (obvykle jiný než Riemannův
řešič). Na jeho základu je konstruována (kroky projekce,
rekonstrukce) aproximace řešení na nové časové vrstvě.
Někdy se kombinuje s FVM nebo s DG.

NESSYAHU, Haim; TADMOR, Eitan. Non-oscillatory central differencing for
hyperbolic conservation laws. Journal of computational physics, 1990, 87.2:
408-463.
MORTON, K. W.; SÜLI, E. Evolution-Galerkin methods and their
supraconvergence. Numerische Mathematik, 1995, 71.3: 331-355.
LUKÁČOVÁ-MEDVID’OVÁ, M.; MORTON, K.; WARNECKE, Gerald.
Evolution Galerkin methods for hyperbolic systems in two space dimensions.
Mathematics of Computation, 2000, 69.232: 1355-1384.



Gibbsův jev

▶ Použijeme-li polynomiální rekonstrukci vyššího stupně,
řešení může oscilovat.

▶ Použijeme-li po částech konstantní rekonstrukci, řešení je
„rozmazáno“.

▶ Přesné řešení (skalární 1D problém) zachovává monotonii
a má v čase nerostoucí TV.

▶ Godunov: lineární metoda zachovávající monotonii je
nejvýše prvního řádu.

▶ Používá se nelineární rekonstrukce, např. TVD, ENO,
WENO. Adaptivní přepínání mezi různými nespojitými po
částech polynomiálními aproximacemi (např. pomocí
limiterů).

▶ V případě nespojité aproximace lze realizovat za
současného zachování konzervativity metody.



Gibbsův jev
▶ TVD rekonstrukce je nízkého řádu (k čemu se vztahuje

podmínka TVD – rekonstrukce nebo integrální průměry).
▶ Je možné použít pouze rekonstrukci (bez limiterů)? Ano,

např. nelineární nepolynomiální aproximaci.
▶ Jak realizovat rekonstrukci, pokud přesné řešení nemá

nerostoucí (omezenou) TV?

SANDERS, Richard. A third-order accurate variation nonexpansive difference
scheme for single nonlinear conservation laws. Mathematics of Computation,
1988, 51.184: 535-558.
ZHANG, Xiangxiong; SHU, Chi-Wang. Maximum-principle-satisfying and
positivity-preserving high-order schemes for conservation laws: survey and
new developments. Proceedings of the Royal Society A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, 2011, 467.2134: 2752-2776.
ARTEBRANT, Robert; SCHROLL, H. Joachim. Limiter-free third order
logarithmic reconstruction. SIAM Journal on Scientific Computing, 2006,
28.1: 359-381.



Lineární metody

Lineární metody jsou nepoužitelné v případě nespojitých dat?
▶ Lze je použít ve speciálních případech.
▶ Lineární problémy, vhodné metody lichého řádu (přesněji

jde o vztah numerické disipace a disperze).
▶ Některé metody lichého řádu (pro lineární problémy) jsou

stabilní (a s rostoucím řádem lépe aproximují i nespojitá
data).

DESPRÉS, Bruno. Finite volume transport schemes. Numerische
Mathematik, 2008, 108.4: 529-556.
ROE, Philip. Designing CFD methods for bandwidth—a physical approach.
Computers & Fluids, 2021, 214: 104774.



Shrnutí

Výhody nespojité aproximace
▶ Lze snadno využít integrální formulaci vedoucí ke

konzervativním metodám.
▶ Lze současně realizovat stabilizace (omezení Gibbsova

jevu).
▶ Do postupu lze zařadit (přibližné) řešiče Riemannových

problémů.
▶ Lze zavést hp-adaptivitu a obecné sítě, včetně tzv.

space-time DG.



Shrnutí
Nevýhody nespojité aproximace
▶ Riemannovy problémy řešíme zbytečně v mnoha

případech.
▶ Nespojitosti (a tím Riemannovy problémy) jsou definovány

sítí.
▶ Obvykle jsou součástí postupu pouze (přibližné) řešiče 1D

Riemannových problémů. Algoritmy tedy obsahují nějakou
formu štěpení.

▶ Ryze multidimenzionální metody typu EG jsou velmi
složité, kompromisem je FVEG nebo DEG.

▶ V řadě případů nejsou metody dostatečně kompaktní.
Poznámky:
▶ Poznámka: Riemannovy problémy, upwinding - fyzika;

rekonstrukce - matematika?
▶ Splnění entropických podmínek (entropy fix) přispívá ke

korektní aproximaci vln zředění.



Příklad kritiky

Jedním z kritiků byl Philip Roe (mimo jiné autor Roeova řešiče
Riemannových problémů)
▶ Did numerical methods for hyperbolic problems take a

wrong turning?
▶ Myth #1: discontinuous representations are beneficial. Is

discontinuous reconstruction really a good idea?
▶ Myth #2: Riemann solvers are essential
▶ Acoustic waves, on the other hand, behave

one-dimensionally only in one dimension. In n dimensions
they have an n-dimensional domain of dependence that
does not have a simple mapping onto the grid, and cannot
be represented by any finite number of one-dimensional
interactions.



Metody s nespojitou aproximací
Příklad tří přístupů:

Obrázek: Metoda Godunovova typu 2. řádu (MUSCL); metoda
distribuce reziduí (RDS); metoda RDS s elipticko-hyperbolickým
štěpením. Rad, M., A residual distribution approach to the Euler
equations that preserves potential flow (Doctoral dissertation,
Aerospace Engineering, The University of Michigan), 2001.



Příklad kritiky

Rovnice akustiky s malým Machovým číslem – W. Barsukow
a C. Klingenberg
▶ Použijí metodu konečných objemů typu RS(E)A

(Reconstruct - Solve (Evolve) – Average).
▶ Rekonstrukce je po částech konstantní.
▶ Evoluční krok je založen na přesném řešení

vícerozměrných Riemannových problémů.
▶ Poslední krok je založen na přesné integrální bilanci.
▶ Je tedy použita vícedimenzionální Godunovova metoda.
▶ Numerické řešení přesto obsahuje numerické artefakty.
▶ A co přibližné řešiče Riemannových problémů?

BARSUKOW, Wasilij; KLINGENBERG, Christian. Exact solution and the
multidimensional Godunov scheme for the acoustic equations. ESAIM:
Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 2022, 56.1: 317-347.
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Závěrečné shrnutí a poznámky



Metody se spojitou rekonstrukcí

▶ Metody typu active flux – lze je rozšířit na systémy a do
více dimenzí

▶ Metody typu residual distribution schemes
▶ Metoda konečných prvků

Některé metody je třeba doplnit o lineární stabilizaci (dodání
upwindingu; analogie k řešičům Riemannových problémů) a
nelineární stabilizaci (eliminace Gibbsova jevu).



Metody se spojitou rekonstrukcí

▶ Doplnění slabé formulace o další členy (SUPG, LPS, CIP –
pouze lineární stabilizace, SOLD)

▶ upwind metoda (1. řádu) – zachovává monotonii
▶ úprava získané algebraické formulace (AFC – algebraic

flux correction); postup vede k nelineární stabilizaci a
monotónním metodám

JOHN, Volker; KNOBLOCH, Petr. On spurious oscillations at layers
diminishing (SOLD) methods for convection–diffusion equations: Part I–A
review. Computer methods in applied mechanics and engineering, 2007,
196.17-20: 2197-2215.
BARRENECHEA, Gabriel R.; JOHN, Volker; KNOBLOCH, Petr. Monotone
discretizations for elliptic second order partial differential equations. Springer
Nature, 2025.



Metody se spojitou aproximací – SUPG
FEM: uh ∈ Vh :

b∫︂
a

wh {(uh)t + [f (uh)]x} dx = 0 ∀wh ∈ Wh.

Streamline Upwind/Petrov–Galerkin (SUPG):
uh ∈ Vh:

b∫︂
a

wh {(uh)t + [f (uh)]x} dx + supg(wh,uh) = 0 ∀wh ∈ Wh,

kde

supg(wh,uh) =
∑︂

el

c∆x sign[a(uh)](wh)x {(uh)t + [f (uh)]x} dx ,

a(uh) ≈ f ′(uh).



Výhody a nevýhody spojité rekonstrukce

▶ V rámci spojité aproximace neřešíme Riemannovy
problémy mezi buňkami.

▶ Lze snadněji realizovat ryze multidimenzionální přístup se
současným udržením kompaktnosti metody.

▶ Přesto evoluční operátor musí reflektovat jejich přítomnost.
Příklad: AFS a Burgersova rovnice

ut +

(︃
1
2

u2
)︃

x
= 0

Uvažujme spojitou monotónní prudce se měnící počáteční
podmínku uL > uR > 0. Odhad času vzniku nespojitosti (rázové
vlny) je ∆x

uL−uR
≤ ∆x

uL
≤ ∆t . Problém nastává v případě

uL > 0 > uR. Pak toky F̄ n+1/2
j+1/2 a F̄ n+1/2

j−/2 nezávisejí na Ūn
j .

BARSUKOW, Wasilij. The active flux scheme for nonlinear problems. Journal
of Scientific Computing, 2021, 86.1: 3.



Výhody a nevýhody spojité rekonstrukce

▶ Opět je třeba ošetřit Gibbsův jev. Nelze se vyhnout
nelineární stabilizaci. Je třeba použít např. limitery.

▶ Konzervativitu pak musíme speciálně vymáhat – korekce
distribuujeme mezi uzly.

▶ Tím však změníme hodnoty, které jsme modifikovali
pomocí limiteru.

▶ Je třeba eliminovat slabá řešení nesplňující podmínky
entropie, tj. je třeba doplnit tzv. entropy fix.

▶ Ne všechny metody založené na spojité aproximaci jsou
ryze vícedimenzionální.



Isogeometrická analýza

▶ Testovány metody typu SUPG a některé varianty SOLD –
oscilace pochopitelně zůstávají, nestabilita výpočtů.

▶ Testováno AFC – tento přístup stabilizuje. Bohužel s
rostoucím stupněm a hladkostí aproximace neklesá
významně míra „rozmazání“ řešení.

▶ Srovnání s AFS vyššího řádu (kromě integrálních průměrů
a bodových hodnot na hranicích buněk i hodnoty derivací
řešení).

▶ Kuzminův přístup pro FEM - využití WENO rekonstrukce.
▶ Rozdílné typy stabilizací pro RANS a model turbulence.

KUZMIN, Dmitri; VEDRAL, Joshua. Dissipation-based WENO stabilization of
high-order finite element methods for scalar conservation laws. Journal of
Computational Physics, 2023, 487: 112153.



Zákony zachování, jejich řešení, numerické metody

Metody s nespojitou rekonstrukcí

Metody se spojitou rekonstrukcí

Závěrečné shrnutí a poznámky



Ideální metoda

▶ Vysoké rozlišení (high resolution) – dobře aproximovat
hladká řešení (vysoký řád) a dobře aproximovat prudce se
měnící či nehladká řešení.

▶ Potlačení Gibbsova jevu.
▶ Zachování oblasti řešení (invariant domain preserving)
▶ Konzervativita.
▶ Co nejlépe vystihovat (vícerozměrný) fyzikální model, tj.

„respektovat fyziku“.
▶ Konvergence k entropickému řešení.



Ideální metoda

▶ Kompaktnost schématu „nezasahuje příliš široké okolí“.
▶ Respektování oblasti vlivu/závislosti.
▶ Symetrie vzhledem k oblasti vlivu/závislosti.
▶ Co „nejměkčí“ podmínka typu CFL (plně diskrétní

přístup).
▶ Teoreticky ověřené vlastnosti.
▶ Efektivnost.



Dělení metod vzhledem k Riemannovým problémům

▶ Metody s nespojitou aproximací, které používají přibližné
řešiče Riemannových problémů na všech rozhraních
buněk (klasické metody konečných objemů typu upwind).

▶ Metody s nespojitou aproximací, které nepoužívají řešiče,
ale předpokládají existenci Riemannových problémů uvnitř
každé buňky (centrální metody konečných objemů,
přibližné řešiče Riemannových problémů).

▶ Metody se spojitou aproximací respektující Riemannovy
problémy



Závěry
▶ Metody založené na ryze vícedimenzionálním přístupu je

relativně složité odvodit.
▶ V případě nespojité rekonstrukce obvykle

vícedimenzionální přístup kombinujeme s FVM, DG. U
některých typů úloh se musíme vypořádat s numerickými
artefakty.

▶ V případě spojité rekonstrukce může být vícedimenzionální
přístup jednodušší (se zachováním kompaktnosti
schématu a CFL).

▶ V případě spojité rekonstrukce je však komplikovanější
potlačit oscilace a současně zajistit konzervativitu. Obecně
není možné ignorovat přítomnost Riemannových problémů.

▶ Rozdílnost přístupů je skutečně v některých (nejen
elementárních případech) záležitostí interpretace.

BARSUKOW, Wasilij; KLINGENBERG, Christian; KROTSCH, Simon. On the
equivalence of semi-discrete Active Flux and Discontinuous Galerkin
methods and a comparison of their performance. arXiv preprint
arXiv:2603.18160, 2026.



Děkuji za pozornost
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