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Motivace

Pouzivali jsme (Ci pouzivame) metody zalozené na nespoijité i
spojité rekonstrukci (aproximaci) feseni:
> feSeni problému fi¢niho proudéni a rozlivi metodou
kone€nych objem( (Saint Venantovy rovnice, FVM, metody
Godunovova typu, nezapornost feSeni, udrzeni ustalenych
stav(l)

» proudéni kapalin v elastickych trubicich (nehomogenni
soustava PDR hyperbolického typu, nezapornost feseni,
opéet FVM Godunovova typu)

» optimalizace tvaru lopatek vodnich turbin (splajny, NURBS,

stabilizace RANS, stabilizace modelu turbulence —
konvekené-difuzni problém)

Pfednaska je ,vedlejSim produktem®: jakeé jsou vyhody a
nevyhody téchto rekonstrukci/aproximaci?



Zakony zachovani, jejich feSeni, numerické metody



Zakony zachovani

Zde uvazujeme ulohy pro parcialni diferencialni rovnice
hyperbolického typu s nulovou pravou stranou (zakony
zachovani), které popisuji napr.
> stladitelné a nevazké proudéni tekutiny (Eulerovy rovnice)
» proudéni meélkych vod, Ficni proudéni (Saint Venantovy
rovnice popisujici proudéni v kanalu s konstantni
topografii)
» dopravni proud (Lighthillova—Whithamova-Richardsova
rovnice)



Tvar rovnic

us+ auy =0,
Ut + auy + buy, = 0,
u; + Auy +Buy, =0,
us + [f(u)]x =0,
u; + [f(u)]x =0,
u; + [f(u)]x + [g(u)]ly = 0,



Regeni Uloh se zakony zachovani

» Pojem klasického feSeni neni vhodny.

» Re$eni mlze obsahovat razové viny, viny ziedéni,
kontaktni nespojitosti.

» Zavadime slabé reseni Ulohy.

> Toto feSeni vSak neni jednoznac¢né. Definujeme limitni
vazké feseni (vanishing viscosity solution) nebo pridavame
podminky entropie.

LEVEQUE, Randall J. Finite volume methods for hyperbolic problems.

Cambridge university press, 2002.
DU, Qiang, et al. Handbook of numerical methods for hyperbolic problems:
basic and fundamental issues. Elsevier, 2016.



V ramci prednasky se pokusime odpovédét na 3 otazky tykajici
se numerickych metod pro feSeni parcialnich diferencialnich
rovnic a nékterych pfibuznych problému:
> Prispiva (samotna) nespojita rekonstrukce priblizného
feSeni k lepSi aproximaci nespojitych reseni tloh?
> PFinasi spojita rekonstrukce néjaké vyhody?
» Pfinasi (ne)spoijita rekonstrukce nékteré vyhody pro dalsi
Casti prislusné numerické metody?



Numerické metody pro feSeni uloh se zakony
zachovani
Existuje cela rada metod (v fadé variant)
» metoda konecnych diferenci (FDM)

» metoda konecnych objemu (FVM, metody typu flux limiter,
MUSCL, ENO, WENO, metody Godunovova typu)

metoda konec¢nych prvkua (FEM, SUPG, SOLD, AFC, edge
based finite element)

nespojita Galerkinova metoda (DGFEM)
evolu¢ni Galerkinova metoda (EG, FVEG, DEG)
metoda distribuce rezidui (RDS)
metoda aktivnich toku (AFS)
metoda spektralnich diferenci (S
» metoda rekonstrukce toku (FR)

Spoijitd/nespoijita aproximace. PopiSeme stru¢né 2 jednoduché
metody.
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Godunovova metoda

» S. K. Godunov se zacal problematikou zabyvat v roce 1953
(negativné ovlivnén svym predchddcem).

» Po pocatecCnich experimentech s numerickou simulaci
Sifeni razovych vin se rozhodl pro konzervativni schémata
1. Fadu.

» Na zakladé studia knihy L.D. Landaua a E.M. LifSice
Mechanika kontinua (1944, 1953; kurz, ktery LifSic
nevymyslel a Landau nenapsal), kde bylo popsano reseni
Riemannova problému, Godunov doplnil svou metodu o
korektni aproximaci vin zfedéni.

» Disertacni prace 1954, metoda publikovana v roce 1959.

» Godunov zminuje, Ze kdyby znal Laxovy prace, metodu by
pravdépodobné nevytvoril.



Godunovova metoda

Xj=JjAx,je Z, Ax >0,

th = nAt, n € Ny, At > 0,

Xjit1/2 = X/—{—AX/Z, tn+1/2 =t + At/2,
ui = u(x;, th), U7 = U(x;, tn) =~ u?,

(1) = u(x;, 1), Uy(t) = U0, 1) = uy(1).



Godunovova metoda

Xjt1/2 Xjt1/2

[ u(x,thp1) dx = [ u(x, ty) dx—
Xji_1/2 Xj—1/2
It 1 tni1

- tf fu(xj1/2,1)) dt + tf fu(xj_1/2,1)) at

] Xjt1/2 ] Xjt1/2
A ) u(X thp1) dx = =xx [ u(x, ty) dx—
Xi—1/2 Xi—1/2

tni1 tn+1

&k | de ] HuOga2 D) A=y [ H(UGG2,0) o



Godunovova metoda

1 Xj1/2 ’ 1

_ +1/2

u]n H / u(X, tn) dX7 fj+1/2 - Kt / f(u()(j+1/2’ t)) dt’
Xji—1/2 fn

At - _
_nit o n+1/2  znt1/2
ut =0y - (e 1)

__Riemann problem

Xi—1/2 Xit1/2

Obrazek: Godunov scheme — reconstruction



Godunovova metoda

At zny12 fr_7+1/2)

=n+1 _ =n
ut = - (e — )
0 . [N gn+1/2 __ gn+1/2
Ui~=Ui  Fiap =T,
_ _Af _
n+1 _ [n n+1/2 n+1/2
U =07 = A iz —Fici2)

GODUNOV, Sergei K.; BOHACHEVSKY, Ihor. Finite difference method for
numerical computation of discontinuous solutions of the equations of fluid

dynamics. Matematiceskij sbornik, 1959, 47.3: 271-306.



Metoda aktivnich toku
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Zakladni verze této metody pochazi z roku 1977.

Jde o jedno ze schémat navrzenych Bramem van Leerem
(schéma V).

Zajem oziven po roce 2010 (Philip L. Roe).
Navrzena varianta pro soustavy PDR ve vice dimenzich.

Kombinace konzervativni metody pracujici s aproximacemi
integralnich primeérd a metody charakteristik (CIR).

Metoda je zalozena na spojité po ¢astech kvadratické
aproximaci (v jedné prostorové dimenzi).

Je tretiho radu.



Metoda aktivnich toku
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Figure 2. Update quantities

Obrazek: Metoda aktivnich tokd. Eymann, Timothy, and Philip Roe.
Active flux schemes for systems. 20th AIAA computational fluid
dynamics conference. 2011.



Metoda aktivnich toku

Xj+1/2

- 1
an = E / U(X7 tn) dX,
Xj—1/2

- - At - =
+1 n+1/2 n+1/2
an - an o TX(F;'+1/2 - Fj—1/2 ):

=12 1 n+1/2 1

Fj+1/2 6 [f( /'11/2) +4f(Uj+1/.2 )+ f(Ujrz:/z)
Bodové hodnoty ziskdme metodou charakteristik (ve skalarnim
pripadée v jedné prostorové proménné).

EYMANN, Timothy A.; ROE, Philip L. Multidimensional active flux schemes.
In: 21st AIAA computational fluid dynamics conference. 2013. p. 2940.

VAN LEER, Bram. Towards the ultimate conservative difference scheme. IV.
A new approach to numerical convection. Journal of computational physics,
1977, 23.3: 276-299.



Spojita vs. nespojita aproximace

us+ auy = 0, a>0

_ _ A -

gt =00 —a, (U7 - Uly)
At

Ut = U —ay (U7 - ULy

» Zakladni metody pro jednoduché ulohy Ize snadno
interpretovat obojim zpUsobem.

» Godunovova metoda pro linearni advekéni rovnici — po
Castech konstantni rekonstrukce.

» Tutéz metodu lze interpretovat jako lokalni metodu
charakteristik (CIR, jednoduchou verzi active flux metody)
se spojitou po Castech linearni rekonstrukci.

COURANT, Richard; ISAACSON, Eugene; REES, Mina. On the solution of
nonlinear hyperbolic differential equations by finite differences.
Communications on pure and applied mathematics, 1952, 5.3: 243-255.



Metody s nespojitou rekonstrukci



Metody s nespojitou rekonstrukci
» Metody Godunovova typu

» Pro soustavy v 1D mohou byt pfesna feSeni Riemannovych
problému slozita; v fadé pfipadu presna feSeni nemame
(feSeni soustav nelinearnich rovnic a ODR). Pouzivaji se
priblizné Riemannovy fesice.

» Metody Godunovova typu vySSich fadi — nezname presna
feSeni zobecnénych Riemannovych problém.

> Ve vice prostorovych dimenzich bychom pfisné vzato meli
fesit vicedimenzionalni Riemannovy problémy. Obvykle se
fesi pouze 1D problémy. ..

ABGRALL, Rémi; SHU, Chi-Wang. Handbook of numerical methods for
hyperbolic problems: applied and modern issues. Elsevier, 2017. — kapitola P.
Roe: Multidimensional upwinding

VAN LEER, Bram. Progress in multi-dimensional upwind differencing. In:
Thirteenth International Conference on Numerical Methods in Fluid
Dynamics: Proceedings of the Conference Held at the Consiglio Nazionale
delle Ricerche Rome, ltaly, 6—10 July 1992. Berlin, Heidelberg: Springer
Berlin Heidelberg, 2005. p. 1-26.



Metody s nespojitou rekonstrukci

Poznamky:

» Neékdy se misto pojmu Riemannuv fesi¢ pouziva pojem
upwinding (viz vy$e). Smysl ma v pripadé nestlacitelného
proudéni.

» Zobecnénim Godunovovy metody je také nespojita
Galerkinova metoda. | zde se obvykle pouzivaji 1D
Riemannovy fesice. Zde je jeden ze zakladnich rozdild
oproti klasické FEM.

REED, William H.; HILL, Thomas R. Triangular mesh methods for the neutron
transport equation. Los Alamos Scientific Lab., N. Mex.(USA), 1973.
LESAINT, Pierre; RAVIART, Pierre-Arnaud. On a finite element method for
solving the neutron transport equation. Publications des séminaires de
mathématiques et informatique de Rennes, 1974, S4: 1-40.



Metody s nespojitou rekonstrukci

» Centralni/Riemann-free metody: Rekonstrukce je
realizovana tak, Ze nespojitost se nevyskytuje na hranicich
bunék, ale uvnitf. Obvykle se vyznacuji vétsSi numerickou
disipaci nez metody Godunovova typu (upwind).

» Evolucni Galerkinovy metody: na rekonstrukci je
aplikovan evolucni operator (obvykle jiny nez Riemannuiv
fesic). Na jeho zakladu je konstruovana (kroky projekce,
rekonstrukce) aproximace feSeni na nové ¢asové vrstve.
Nékdy se kombinuje s FVM nebo s DG.

NESSYAHU, Haim; TADMOR, Eitan. Non-oscillatory central differencing for
hyperbolic conservation laws. Journal of computational physics, 1990, 87.2:
408-463.

MORTON, K. W.; SULI, E. Evolution-Galerkin methods and their
supraconvergence. Numerische Mathematik, 1995, 71.3: 331-355.
LUKACOVA-MEDVID'OVA, M.; MORTON, K.; WARNECKE, Gerald.
Evolution Galerkin methods for hyperbolic systems in two space dimensions.
Mathematics of Computation, 2000, 69.232: 1355-1384.



Gibbsuv jev

>

>
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Pouzijeme-li polynomialni rekonstrukci vy$siho stupné,
feSeni muze oscilovat.

Pouzijeme-li po ¢astech konstantni rekonstrukci, feseni je
,F0zmazano®.

Presné feSeni (skalarni 1D problém) zachovava monotonii
a ma v Case nerostouci TV.

Godunov: linearni metoda zachovéavajici monotonii je
nejvyse prvniho rfadu.

Pouziva se nelinearni rekonstrukce, napf. TVD, ENO,
WENO. Adaptivni pfepinani mezi rdznymi nespojitymi po
¢astech polynomiélnimi aproximacemi (napf. pomoci
limitera).

V pripadé nespojité aproximace Ize realizovat za
souCasného zachovani konzervativity metody.



Gibbsuv jev

» TVD rekonstrukce je nizkého fadu (k cemu se vztahuje
podminka TVD — rekonstrukce nebo integralni primery).

» Je mozné pouzit pouze rekonstrukci (bez limitera)? Ano,
napf. nelinearni nepolynomialni aproximaci.

» Jak realizovat rekonstrukci, pokud pfesné reSeni nema
nerostouci (omezenou) TV?

SANDERS, Richard. A third-order accurate variation nonexpansive difference
scheme for single nonlinear conservation laws. Mathematics of Computation,
1988, 51.184: 535-558.

ZHANG, Xiangxiong; SHU, Chi-Wang. Maximum-principle-satisfying and
positivity-preserving high-order schemes for conservation laws: survey and
new developments. Proceedings of the Royal Society A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, 2011, 467.2134: 2752-2776.
ARTEBRANT, Robert; SCHROLL, H. Joachim. Limiter-free third order
logarithmic reconstruction. SIAM Journal on Scientific Computing, 2006,
28.1: 359-381.



Linearni metody

Linearni metody jsou nepouzitelné v pripadé nespojitych dat?
> Lze je pouzit ve specialnich pripadech.
» Linearni problémy, vhodné metody lichého fadu (pfesnéji
jde o vztah numerické disipace a disperze).
» Neékteré metody lichého fadu (pro linearni problémy) jsou
stabilni (a s rostoucim fadem Iépe aproximuji i nespojita
data).

DESPRES, Bruno. Finite volume transport schemes. Numerische
Mathematik, 2008, 108.4: 529-556.

ROE, Philip. Designing CFD methods for bandwidth—a physical approach.
Computers & Fluids, 2021, 214: 104774.



Shrnuti

Vyhody nespoijité aproximace
» Lze snadno vyuzit integralni formulaci vedouci ke
konzervativnim metodam.
» Lze soucCasné realizovat stabilizace (omezeni Gibbsova
jevu).
» Do postupu Ize zaradit (pfiblizné) fesSice Riemannovych
problémda.

» Lze zavést hp-adaptivitu a obecné sité, vCetné tzv.
space-time DG.



Shrnuti
Nevyhody nespoijité aproximace

» Riemannovy problémy feSime zbyte¢né v mnoha
pripadech.

» Nespoijitosti (a tim Riemannovy problémy) jsou definovany
siti.

» Obvykle jsou soucasti postupu pouze (pfiblizné) fesice 1D
Riemannovych problému. Algoritmy tedy obsahuji néjakou
formu Stépeni.

» Ryze multidimenzionalni metody typu EG jsou velmi
slozité, kompromisem je FVEG nebo DEG.

> V fadé pripadl nejsou metody dostateCné kompaktni.
Poznamky:
» Poznamka: Riemannovy problémy, upwinding - fyzika;
rekonstrukce - matematika?
» Splnéni entropickych podminek (entropy fix) pfispiva ke
korektni aproximaci vin zfedéni.



Priklad kritiky

Jednim z kritik( byl Philip Roe (mimo jiné autor Roeova feSice
Riemannovych problému)

>

>

Did numerical methods for hyperbolic problems take a
wrong turning?

Myth #1: discontinuous representations are beneficial. Is
discontinuous reconstruction really a good idea?

Myth #2: Riemann solvers are essential

Acoustic waves, on the other hand, behave
one-dimensionally only in one dimension. In n dimensions
they have an n-dimensional domain of dependence that
does not have a simple mapping onto the grid, and cannot
be represented by any finite number of one-dimensional
interactions.



Metody s nespojitou aproximaci
Priklad tfi pristupu:

(a) (b) (e)

Obrazek: Metoda Godunovova typu 2. fadu (MUSCL); metoda
distribuce rezidui (RDS); metoda RDS s elipticko-hyperbolickym
Stépenim. Rad, M., A residual distribution approach to the Euler
equations that preserves potential flow (Doctoral dissertation,
Aerospace Engineering, The University of Michigan), 2001.



Priklad kritiky

Rovnice akustiky s malym Machovym ¢islem — W. Barsukow

aC.
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Klingenberg

Pouziji metodu kone¢nych objemu typu RS(E)A
(Reconstruct - Solve (Evolve) — Average).

Rekonstrukce je po ¢astech konstantni.

Evoluéni krok je zaloZzen na presném feseni
vicerozmérnych Riemannovych problému.

Posledni krok je zalozen na presné integralni bilanci.

Je tedy pouzita vicedimenzionalni Godunovova metoda.
Numerické feSeni presto obsahuje numerické artefakty.
A co priblizné fesice Riemannovych problému?

BARSUKOW, Wasilij; KLINGENBERG, Christian. Exact solution and the
multidimensional Godunov scheme for the acoustic equations. ESAIM:
Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 2022, 56.1: 317-347.



Metody se spojitou rekonstrukci



Metody se spojitou rekonstrukci

» Metody typu active flux — Ize je rozsifit na systémy a do
vice dimenzi

> Metody typu residual distribution schemes
» Metoda konec¢nych prvku

Nékteré metody je tfeba doplnit o linearni stabilizaci (dodani
upwindingu; analogie k feSicim Riemannovych problému) a
nelinearni stabilizaci (eliminace Gibbsova jevu).



Metody se spojitou rekonstrukci

» Doplnéni slabé formulace o dal$i ¢leny (SUPG, LPS, CIP —
pouze linearni stabilizace, SOLD)

» upwind metoda (1. fadu) — zachovava monotonii

> Uprava ziskané algebraické formulace (AFC — algebraic
flux correction); postup vede k nelinearni stabilizaci a
monotonnim metodam

JOHN, Volker; KNOBLOCH, Petr. On spurious oscillations at layers
diminishing (SOLD) methods for convection—diffusion equations: Part I-A
review. Computer methods in applied mechanics and engineering, 2007,
196.17-20: 2197-2215.

BARRENECHEA, Gabriel R.; JOHN, Volker; KNOBLOCH, Petr. Monotone
discretizations for elliptic second order partial differential equations. Springer
Nature, 2025.



Metody se spoijitou aproximaci — SUPG
FEM: up € Vh :

b
/ Wi {(Un)e + [F(Un)]x} OX =0 ¥wy € W,

a

Streamline Upwind/Petrov—Galerkin (SUPG):
up € Vp:

b
/ Wi {(Un)t + [(Un)]x} OX + supg(Wh, Up) = 0 Yy € W,

a

kde

supg(Wh, Un) = »_ cAxsign[a(un)(Wh)x {(un)e + [F(un)lx} ox,

el

a(un) ~ f'(up).



Vyhody a nevyhody spojité rekonstrukce

» V ramci spoijité aproximace nefeSime Riemannovy
problémy mezi bunkami.

> Lze snadnégji realizovat ryze multidimenziondlni pfistup se
soucasnym udrzenim kompaktnosti metody.

» Presto evolucni operator musi reflektovat jejich pfitomnost.
Pfiklad: AFS a Burgersova rovnice

15
ut+<2u >X_O

Uvazujme spojitou monotonni prudce se ménici pocatecni
podminku u; > ug > 0. Odhad €asu vzniku nespojitosti (radzové

viny) je ULAjLR < %—Z‘ < At. Problém nastava v pfipadé

U > 0 > up. Pak toky F'j’_’:qyzz a F'j”_%/ 2 nezaviseji na on.
BARSUKOW, Wasilij. The active flux scheme for nonlinear problems. Journal

of Scientific Computing, 2021, 86.1: 3.




Vyhody a nevyhody spojité rekonstrukce

> Opét je treba osetiit Gibbsuv jev. Nelze se vyhnout
nelinearni stabilizaci. Je tfeba pouzit nap¥. limitery.

» Konzervativitu pak musime specialné vymahat — korekce
distribuujeme mezi uzly.

» Tim vSak zménime hodnoty, které jsme modifikovali
pomoci limiteru.

» Je tfeba eliminovat slaba feseni nesplnujici podminky
entropie, tj. je tfeba doplnit tzv. entropy fix.

» Ne vSechny metody zalozené na spojité aproximaci jsou
ryze vicedimenzionalni.



Isogeometricka analyza

>
>

Testovany metody typu SUPG a nékteré varianty SOLD —
oscilace pochopitelné zustavaji, nestabilita vypoctu.
Testovano AFC — tento pfistup stabilizuje. Bohuzel s
rostoucim stupném a hladkosti aproximace neklesa

TR

vyznamné mira ,rozmazani“ reseni.

Srovnani s AFS vy$8iho fadu (kromé integralnich prameéru
a bodovych hodnot na hranicich bunék i hodnoty derivaci
feSeni).

Kuzmindv pfistup pro FEM - vyuziti WENO rekonstrukce.
Rozdilné typy stabilizaci pro RANS a model turbulence.

KUZMIN, Dmitri; VEDRAL, Joshua. Dissipation-based WENO stabilization of
high-order finite element methods for scalar conservation laws. Journal of
Computational Physics, 2023, 487: 112153.



Zaveérecné shrnuti a poznamky



Idealni metoda

vvyYyy

Vysokeé rozliseni (high resolution) — dobfe aproximovat
hladka feseni (vysoky rfad) a dobfe aproximovat prudce se
meénici ¢i nehladka reseni.

Potlaceni Gibbsova jevu.

Zachovani oblasti feSeni (invariant domain preserving)
Konzervativita.

Co nejlépe vystihovat (vicerozmérny) fyzikalni modell, ij.
sespektovat fyziku®.

Konvergence k entropickému reseni.



Idealni metoda

Kompaktnost schématu ,nezasahuje pfilis Siroké okoli*.
Respektovani oblasti vlivu/zavislosti.

Symetrie vzhledem k oblasti vlivu/zavislosti.

Co ,nejmeékci“ podminka typu CFL (pIné diskrétni
pristup).

Teoreticky ovérené vlastnosti.

Efektivnost.

vvyyy

vy



Déleni metod vzhledem k Riemannovym problémim

» Metody s nespojitou aproximaci, které pouzivaji pfiblizné
feSic¢e Riemannovych problémul na vSech rozhranich
bunék (klasické metody konecnych objemu typu upwind).

» Metody s nespojitou aproximaci, které nepouzivaji resice,
ale predpokladaji existenci Riemannovych problému uvnitt
kazdé bunky (centralni metody konecnych objemu,
priblizné fesiCe Riemannovych problému).

» Metody se spojitou aproximaci respektujici Riemannovy
problémy



Zavery

» Metody zalozené na ryze vicedimenzionalnim pfistupu je
relativné slozité odvodit.

» V pripadé nespojité rekonstrukce obvykle
vicedimenzionalni pfistup kombinujeme s FVM, DG. U
nékterych typl uloh se musime vyporadat s numerickymi
artefakty.

> V pfipadé spojité rekonstrukce muze byt vicedimenzionalni
pristup jednodussi (se zachovanim kompaktnosti
schématu a CFL).

> V pripadé spojité rekonstrukce je vSak komplikovanéjsi
potlaCit oscilace a soucasné zajistit konzervativitu. Obecné
neni mozné ignorovat pfitomnost Riemannovych problému.

» Rozdilnost pfistupu je skute¢né v nékterych (nejen
elementarnich pripadech) zalezitosti interpretace.

BARSUKOW, Wasilij; KLINGENBERG, Christian; KROTSCH, Simon. On the
equivalence of semi-discrete Active Flux and Discontinuous Galerkin
methods and a comparison of their performance. arXiv preprint
arXiv:2603.18160, 2026.
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